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o INTRODUZIONE
In questo capitolo, continuando il discorso sulla differenziabilità
di un' applicazione f: E .. F, definiamo la "derivata seconda" di f
e, più in generale, la "derivata di ordine k" di f, con k > 2.
In termini di vettori applicati, abbiamo allora le "2-applicazioni
tangenti e cotangenti" di f; osserviamo che in esse intervengono an-
che le derivate prime, oltre alle derivate seconde.
L'importanza delle 2-applicazioni tangenti e cotangenti di f -e
data, anche, dal fatto che serviranno per definire, sui 2-spazi tan-
genti e cotangenti di uno spazio affine E, dei sistemi di coordina-
te indotti da quello definito su E.
Osserviamo inoltre che, passando alle varietà differenziabili, con
tinuano ad essere definite solo le 2-applicazioni tangenti e cotangen-
ti di f e non le derivate seconde.
Diamo. poi, la definizione di "equazione differenziale del 2° ordine"
(e.d.s.o.) su E, come un campo vettoriale
-X:TE TTE
su TE, le cui "curve integrali" l'' TE sono la derivata della propna
• •prolezlone su E. Ogni campo vettoriale -X è caratterizzato dalle
sue due componenti orizzontale e verticale, essendo TTE = vTTE ® oTTE.
Il teorema 3.3.4. dice, sostanzialmente, che -x -e una e.d.s.o. se
e solo se la componente orizzontale è di un certo tipo fissato. Dunque,
-le e.d.s.o. sono caratterizzate dalla componente verticale "o X .
che può essere scelta arbitrariamente.
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l DERIVATE SECONDE
O Considerati due spazi affini E ed F, proseguiamo il discorso
sulla differenziabilità di un'applicazione f: E ~ F.
Nel precedente capitolo abbiamo definito la derivata di f come
un'applicazione
- -
- -
Df : E -+ L(E,F) •
Essendo E e L(E,F) spazi affini, ha senso parlare della differen
ziabilità di Df.
Ora, supposto che Df sia differenziabile, è naturale precisare la
sua derivata: essa è detta "derivata seconda" di f. Iterando il proce
dirnento si dà, più in generale, la nozione di applicazione differenzia-
bile k volte.
Concludiamo tale paragrafo dando le applicazioni tangenti e cotan-
"genti di Tf e T f facendo osservare che in queste nozioni entrano in
gioco, non solo le derivate seconde ma, anche le derivate prime.
3.1. l. DEFINIZIONE Sia f: E -+ F un'applicazione differenziabile.
Se l' app l i cazi one
- -Df : E -+ L(E,F)
è differenziabile, allora l'applicazione
dicesi DERIVATA SECONDA di f •
Pertanto, tenuto conto degli isomorfismi canonlC1 precedenti, si
•SCrl ve
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Abbiamo anche
•
- -Df(p+h)(k) - 2 ------ Df(p)(k)+ D f(p)(h,k)+o(p,h)(k) Il P e E, - - -h,k e E ,
- -dove o(p,h) e un i nfi nites imo di ordi ne superi ore ad Il hIl .
3.1.2. Del seguente teorema omettiamo la non facile dimostrazione.
Il lettore, a tale scopo, può consultare [2] (teorema 5.1.1. pag.65).
- -TEDREMA Sia Df: E ~ L(E,F) un'applicazione differenziabile.
Allora, l'applicazione bilineare D2f(p) è simmetrica, per ogni
p e E, ossia è
•
3.1.3. Le considerazioni precedenti si estendono, per iterazione,
alle derivate di ordine k > 2 (se esistono) .
DEFINIZIONE
L'applicazione f : E ~ F si dice DIFFERENZIABILE K VOLTE se sono
differenziabili le applicazioni
f , 2Df, D f , .... ,
Inoltre, f si dice "di classe ~k" se è differenziabile k volte
e se
00
continua. Conseguentemente, si dice di classe e, se, per
ogm intero positivo k, f è di classe e k .
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Le due proposizioni seguenti aSSlcurano la differenziabilità di
alcune notevoli derivate nella sola ipotesi che l'applicazione di
partenza sia differenziabile almeno due volte.
3.1.4. PROPOSIZIONE Siano El' E2 spazl affini.
Sia f: El x E2 ~ F un'applicazione differenziabile 2 volte.
Allora, le applicazioni
D fl
sono differenziabili.
D. Infatti D, f
seguenti applicazioni
e 02f si ottengono
differenzi abi 1i
mediante composlzlone delle
Of
..
- -L(El,F)
•
3.1.5. PROPOSIZIONE Siano Fl ed F2 due spazi affini.
Sla f: E - F,xF2 un'applicazione differenziabile due volte.
Allora, le applicazioni
Of I : E - -
- L(E,F l ) ,
sono differenziabili.
l 2
O. infatti Of e Of Sl ottengono mediante composizione delle
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,
applicazioni differenziabili
Df - - - - -E ~ L(E, F1 x FZ) ~ L(E,F 1)
Df - - - - -E ~ L(E,F1 x FZ) ~ L(E,F Z} .
3.1.6. Facciamo vedere ora l'equivalenza esistente, in termini di
differenziabilità, tra la derivata di un'applicazione e la sua applica
zione tangente.
PROPOSIZIONE Sia f: E ~ F un'applicazione differenziabile.
Allora, le seguenti proposizioni sono equivalenti.
- -
a) Df : E ~ L(E,F) è differenziabile,
b) Tf : TE ~ TF è differenziabile.
D. a) Sia Df differenziabile. Allora, Tf e differenziabile.
Infatti
- - -Tf(p+v,u+w) -- (f(p+v) - --, Df(p+v}(u+w))=
- -, - - - 2 - - - - .- -
- (f(p )+Df(p) (v)+o(p ,v),Df(p) (u+w}+D f( p)(v ,u+w )+0" (p, v)( U+W)
- - - Z --
- (f(p),Of(p)(u)) + (Of(p)(v) , Df(p)(w} + D f(p}(v",)}+
- Z -- ---
+ (o' (p, v) , D f (p) (v,w li + o" (p, v) (u+w) =
= Tf(p,u) + (Df(p)(v) , Of(p)(w)+ OZf(p)(v,u))+O(P,U;V,W) ,
- -dove il secondo termine è lineare rispetto a (v,w) ed o è un infi-
nitesimo di ordine superiore a (v,w) .
b) Sia Tf differenziabile. Allora, Df è differenziabile.
Infatti,
Tf(p+v,u)
dove
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- - -
- (Tf)(p,u) + Dl(TfXP,u)(v) + o(p,u;v)
- -Tf(p,u) = (f(p) • Df(p)(u))
ì Tf(p+v,u)
ì
- - -
- (f(p+v), Df(p+v)(u)) - - --- (f(p)+Df(p)(v) + o'(p,v),Df(p+v)(u))
,
e dove o è un infinitesimo di ordine superlore a v .
Quindi
- -Df (p+v)( u)
da CUl
-
= Df (p )(u) + o(p,u;v) ,
2 -- 2 --D f(p)(u,v) - n (D1Tf)(p,u)(v) .
3.1.7. Diamo ora la nozione di "seconda applicazione tangente" di f
DEFINIZIONE Sia f: E ~ F un'applicazione differenziabile almeno
due vo lte.
Dicesi 2-APPLICAZIONE TANGENTE di f o "applicazione tangente" di ~f
l'applicazione
TTf : TTE ~ TTf
da ta da --- - ---TTf . (p,u;v,w) ~ (Tf(p,u) , D(Tf)(p,u)(v,w)) •
3.1.8. PROPOSIZIONE
E'
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--- - - 2 __ -
TTf(p,u,v,w) ; (f(p),Df(p)(u); Df(p)(v), D f(p) (u,v) + Df(p)(w))
..
D. Infatti, posto Tf = g, TE : M, TF = N, dobbiamo determinare
l 'app 1i cazi one tangente
Tg : TM ~ TN
•
data da
-Vq-(p,u)eM
Tg . (q,z) ~ (g(q)
- --
, z: (v,w) e N .
-
, Dg (q) (z) )
- -Essendo g(q) - Tf(p,u) - (f(p) ,Df(p)(u)), allora resta da deter-
m1nare
-Dg (q) (z)
Per la propos1z10ne 2.4.4., è
•
- 1 - 2-Dg (q ) ( z) ; (Dg (q) ( z ) ,Dg (q) ( z ) )
dove Sl è posto
,
l 1 2 2g : n o g : M ~ F , g = n o g . M ~ F
•
l - l - 1 - -- 1 - - 1 - -Dg (q)(z)=<Dg (q),z>:<Dg (p,u),(v,w» - <D1g (p,u),v> + <D2g (p,uj,w> -
1 -
- <Dg_(p),v>
U
1 - -
+ <Dg (u),w>
p
l) <Df (p) ,v> + <o - -, w>;<Df(p),v > •
-p ~ (p,u)~ f(p)
J 1
1b) E e ExE ~ F
Ù ~ (p,G) ~ f(p)
l a) E
J - 1
u - g~ ExE ~ F l- (g o J- )(p): f(p) =.'
u
1- 1 - ;-g (u)=(g o J )(u)=f(p);cost ~ Dg (u);o
P P P
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2 - 2 - 2 - -- 2 -- 2--Dg (q)(z) - <Dg (q),z>:<Dg (p,u),(v,w»=<Dlg (p,u),v>+<D2g (p,u),w
•
- -(u,v»+<Df(p), w ~= <Dg~(p),v>T'D92(u), w> l) <D 2f(p) ,
u p
.. (Per comodità del lettore è ripetuta più esplicitamente la dim. 3.l.é,
Dunque, l'espressione della seconda applicazione tangente coinvol
ge la derivata prima, oltre alla derivata seconda. Possiamo "isolare"
quest'ultima, componendo la seconda applicazione tangente con la con
nessione affine.
3.1.8. PROPOSIZIONE Siano vTTE c TTE , oTTE c TTE .
Sia f : E un'applicazione differenziabile due volte.
Allora, l'espressione di ! o TTf : oTTE - "TTF e data da
oTTE - TTE TTl TTF r "TTF
--- --- - - 2 -- I - - ') --(p.u;v,o)~(p,u;v,o)~(f(p),Df(p)(u);Df(p)(v),Df(pXu,v»~(p),Df(p)(uì;o,D·f(p)(u.vi"
3.1.9. Possiamo ora esprimere la simmetria della derivata secondo, tra-
mite la 2-applicazione tangente e 1 'involuzione canonica s.
PROPOSIZIONE
Il seguente diagramma
l a) E ~f
p ..
-
-Df(p)~<Df(p)u>
,
2 - 2 2 -gu(p):<Df(p),u .. ~ D9
u
(P)=<D f(p) ,u> essendo
<, U < un'applicazione lineare.
-
l b) E <Df(p),> ~+ r l(u) = <Df(p) ,u. -, Dl(u) = <Df(p) ,u, essendop p
<Df(p),> un'applicazione lineare.
TTE
S t
TTE
dato da
TTf
..
..
TTf
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TTF
f S
TTF
- - - TTf(f ,v,u,w) ...
S t
- -(f(p),Df(p)(v); Df(p)(u) ,
+ s
2 - - -D f(p)(v,u)+Df(p)(w))
--- - - 2 -- -(f,u;v,w) ... (f(p),Df(p)(u); Df(p)(v) , D f(p)(u,v)+Df(p)(w))
TTf
è commutativo, ossia,è
TTf = s ' TTf o s •
In modo analogo a 3.1.7. S1 dà l'altra 2-applicazione tangente di f
data da
- ,.,
: (p,u,v,."!HT f(p,.\:!.) ,., -, D(T f)(p,.\:!.)(v,w)) .
3.1.10. Inoltre, se f è invertibile, allora abbiamo anche le nozioni
di "2 -app l i caz i on i cotangen t;" di f.
DEFINIZIONE Sia f: E .. F un'applicazione differenziabile almeno due
volte ed invertibile .
Dicesi 2-APPlICAZIONE COTANGENTE di f l'applicazione
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da ta da
o l'applicazione
- -(p,u;v,w) 0+ (Tf(p,u) , (v,w) -l -o D(Tf) (Tf(p,u))),
data da
Poiché tali
T*T*f .
• •
nOZlonl. in questo lavoro, serviranno principalmente per
i sistemi di coordinate sui 2- spazi tangenti e cotangenti, faremo uno
studio più approfondito e dettagliato di ciò, nel 5° capitolo.
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2 CASI PARTICOLARI DI DERIVATE SECONDE
O Sia E uno spazio affine.
Vediamo ora i casi più interessanti , trattati di solito nell 'ana
lisi classica.
Ossia, i casi f:fR-+fR , f:fR-+E , f:E-+fR.
3.2. l. CASO f: fR -+ fR .
Sia f un'applicazione differenziabile almeno due volte. Allora,
per l 'isomorfismo canonico L(fR,IR):t fR, la derivata seconda di f
e data da
2 2D f(x)(À,~) = D f(x)À~ •
Possiamo, quindi, considerare il differenziale secondo
dato da if : x ... (f(x) ,Df(x); 2Df(x),D f(x)) •
Inoltre, la 2-app1icazione tangente
TTf : TTR -+ TTR
e data da TTf 2: (x,y;À,~)~(f(x),Df(x)y;Df(x)À,D f(x)Ày+Df(x)")
3.2.2. CASO f: IR -+ E .
Sia f una curva differenziabile almeno due volte. Allora, per
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- -l 'isomorfismo canonlCO L(R,E) ~ E , la derivata seconda di f
-IR -, E
è data da •
Dunque, il differenziale secondo di f
if : IR .. TTE
e dato da 2 2d f : x 0+ (f(x), Df(x) ; Df(x) , D f(x)) •
Possiamo comporre, allora, d2 f con la connessione affine
, : TTR .. vTTE, ottenendo così l'applicazione
data da - o if : x .. (f(x) , Df(x) ; O, D2f(x)) •
Tale applicazione gioca un ruolo importante nella Meccanica Analitica.
Inoltre, la 2-applicazione tangente
TTf : TTR .. TTE
e data da TTf 2: (x,y;À,~)~(f(x),Df(x)y;Df(x)À,D f(X)Ay+Df(x)_)
3.2.3. CASO f: E .. IR .
Sia f una funzione differenziabile almeno due volte. Allora, es-
sendo L(E,R) = ~* , la derivata seconda di
r
C ..
- + -:tE \8) E
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è data da
Inoltre, la 2-applicazione tangente di f
TTf : TTE + TTR
è data da
•
- - -TTf(p,u;v,w) - -(f (p) , <Df (p) , u> - 2 - -; <Df(p),v>,<D f(p),~~ + -<Df(p) ,w> ).
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3. EQUAZIONI DIFFeRENZIAI. I DEL 2° ORDINE
O Sia E uno spazio affine.
Una Il e '-luazione differenziule del 2 0 ordine tl (e.d.s.o.) su
campo vettoriale X: TE ..... TTE le "cui curve integrali" I
no la derivata della propria proiezione su E.
E -e un
TE so
-
Ogni campo vettoriale X e :trTE è caratterizzata dalle sue due compo-
nenti orizzontale e verticale, essendo TTE = vTTE $ oTTE. Allora diamo
un teorema il quale, sostanzialmente, dice chc X è una e.d.s.o. se e so
lo se la componente orizzontale è di un certo tipo fissato. Dunque, le
e.d.s.o. sono caratterizzate dalla componente verticale r o X , che può
essere scelta arbitrariamente.
ET un procedimento che ricostruisce intrinsecamente le definizioni del-
l'Analisi Classica.
3.3.1. DEFINIZIONE Sia I c R.
Dicesi CURVA BASICA ogni curva eoo
c : I TE
tale che
c-d(PEoc).
In tal caso la curva PE ° c : I ~ E è detta la BASE di c.
3.3.2. Caratterizziamo le curve basiche, più esplici.tamentEl.
PROPOSIZIONE Sia C : I -> TE una curva 00'€ •e Sla : I .. E.
Allora c e una curva basica se e solo se
c-(y,Dy).
D. Segue immediatamente dalla definizione 3.3.1. •
3.3.3. Diamo, allora, 1 'importante nOLlone di e.d.s.o ..
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Dicesi EQUAZIONE DIFFERENZIALE DEL 20 ORDINE su E ognl campo vet
tori ale
-X : TE .. TTE
-le cui curve integrali sono curve basiche, OSSla tale che X soddisfi
la condizione
-(c : I .. TE , dc - X o c) ~ (c - d(PE o c)) .
In tal caso la curva
o C : I ... E
dicesi UNA SOLUZIONE di -X •
3.3.4. Una caratterizzazione delle e.d.s.o. e data nel modo seguente.
-TEOREMA Sia X: TE .. TTE un campo vettoriale su TE.
Allora, le seguenti condizioni sono equivalenti.
-
a) X è una e. d. s .o. .
-b) Per ogni (p,u) e TE, è
- - - -X(p,u) - (p,u; u, y)
D.a)~b).
- - - -
, con y - y(p,u) e E •
- -Se (p,u) e TE, esiste una curva integrale c: I .. TE di X, tale
che
A11 ora, è
-
c(e) - (p,u) , con e e I •
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-C(6) = d(PE o C)(6) - dy(6) - (y(6) , Dy (6)) - (p,U)
e qui ndi
x(p , Li) - X(c (6)) - (X o c) (6) - dc (6) - (y (6), Dy (6); Dy (6), D~ (6) ) ,
- --
- (p, u; u,y)
avendo - 2posto Y = D y(6) .
b)=>a).
-Sia c: I .. TE una curva integrale ero di X. Posto
allora, e
,
'C
C - TI
2
o C
-
: I + E
'C'C 4- - 'C 'C( y, C ; C , TI o X o c) - X o c - c' - (y , c , DY , D c )
e quindi
'C
C - Dy
da CUl
c - (y, Dy) = dy= d(PE o c) .
-
Dunque, X e una e.d.s.o. •
3.3.5. Tenendo presente il precedente teorema, è possibile caratte-
rlzzare una e.d.s.o. in altri modi: uno di questi è suggerito dal se
guente teorema.
-
TEDREMA Sia X: TE .. TTE un campo vettoriale su TE.
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Allora, le seguenti condizioni sono equivalenti.
-
a) X e una e. d. s .o., oss i a è
- - - - - -X(p,u) - (p,u; u, y(p,u))
-
b) TPE o X = idTE .
- -
c) s o X - X
-
, Il (p, u) e TE .
dove s e l 'involuzione canonlca
s : nE ... nE
s :(p,u;v,w) ~ (p,v;u,w)data da
- -d)voX-V
- - - - - -
•
dove v e l'endomorfismo canonico
v : nE -.. vnE
dato da --- ---v : (p,u;v,w) ~ (p,u;o,v)
-
e V e il campo vettoriale di Liouville
-V : TE -.. nE
dato da - - - - -V : (p,u) ~ (p,u;o,u) •
-O. Infatti, per ogni (p,u) e TE, è
- - --- - - -b) (TPEO X)(p,u) = TPE(P,u;U,y(p,u)) - (p,u) - idTE (p,u) .
- - - -- - --- - --
c) (s o X)(p,u) - s(p,u; u,y(p,u)) - (p,u;u,y(p,u)) - X(p,u) .
- - - -- --- - -d) (v o X)(p,u) - v(p,u; u,y(p,u)) - (p,u;o,u) - V(p,u) •
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3.3.6. Caratterizziamo ora una soluzione di una e.d.s.o. •
-TEOREMA Sia X: TE ~ TTE una e.d.s.o .. Sia v : l ~ E una
curva t: 00 •
Allora, le seguenti condizioni sono equivalenti.
-
a) y e una soluzione di X
b ) E'
iv -- X o dy
o equivalentemente
-
= (r o X to dv)
dove e la connessione affine
r : TTE ~ vTTE
data da
D. a) -=i> b) .
- - -
r : (p,u;v,w).~ (p,u;o,w) •
Se y -e una soluzione di X, è
o C ,
-dove c: l ~ TE e una curva integrale di X, OSSla è
dv - d(PE o c) = c
e qui ndi
•
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b) ~ a).
Bisogna dimostrare che è
•
Intanto, per ipotesi, è
i y - dc ,
-dove c = d(PE o c) è una curva integrale di X. Allora, e
e quindi abbiamo
2
- d (PE o c )
y = p o c
E •
Dunque, una e.d.s.o. è caratterizzata dalla sua componente verticale
-
r o X
•
3.3.7. Possiamo considerare,allora, l'e.d.s.o. privilegiata, la cui
componente verticale è nulla.
DEFINIZIONE
Dicesi EQUAZIONE DIFFERENZIALE DEL 20 ORDINE GEODETICA su E l'unico
campo vettori ale t 00
-X : TE -> TTE
o
dato da - - - - -X : (p,u) ~ (p,u;u,o)
o
,
-
o, equivalentemente, l'unico campo vettori aIe X
o
tale che r o - -X - o .
o
- 171 -
-X sono gli i somorfismi di spazi affini, OSSla
o
Allora, le soluzioni di
sono del tipo
-
Y(À)= p + ÀV
o
, con
-
P e E, v e Eo •
3.3.8. DEFINIZIONE Sia X: TE ~ TTE una e.d.s.o ..
- 00Dicesi INTEGRALE PRIMO di X ogni funzione II
f : TE ~ IR
tale che, per ogni curva integrale c di -X •e
D(foc)-o •
-
3.3.9. Possiamo caratterizzare gli integrali primi in termini di soluzio
-
ni, anziché di curve integrali.
PROPOSIZIONE Sia X: TE ->- TTE una e.d.s.o.. Sia f: TE ~ IR una
00
funzione 'G •
-Allora, f e un integrale di X se e solo se per ognl soluzione Y di
-X e
D(f o dy)= o •
-3.3.10. Caratterizziamo, infine, gli integrali primi mediante X, diret
tamente.
-PROPOSIZIONE Sia X: TE ~ TTE una e.d.s.o .. Sia f: TE ->- IR una
funzione
00
'e . Allora, le seguenti condizioni sono equivalenti.
-
a) f e integrale primo di X
b) E'
-
< df,X>= o
D.a)~b).
Sia -(p,u) e TE e Sla c: I ->- TE una curva integrale di
-
c(À) = (p,u) .
-X tale che
Allora, per la definizione di e.d.s.o., é
- -
<df,X >(p,u) " D(f o c) U) •
